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ВЫВОД УРАВНЕНИЯ МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ 

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО МАЯТНИКА 

НА ОСНОВЕ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

Представлена методика вывода уравнения малых колебаний эллиптического ма-
ятника, основанная на применении принципа Даламбера. С учетом относительного 
движения стержня с шариком получено линейное неоднородное дифференциальное 
уравнение, описывающее закон изменения угла поворота стержня маятника. Обсуж-
дены некоторые аспекты применения принципа Даламбера, которые позволяют рас-

сматривать относительное движение путем его фиктивного приведения к абсолют-
ному движению. 
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Эллиптическим маятником называется система тел: ползуна, который 

может перемещаться вдоль горизонтальной направляющей, и связанного с 
ним недеформируемым стержнем шарика. При определенных начальных 

условиях система может совершать колебательные движения. 

В статьях [1, 2] с применением уравнений Лагранжа выведено дифферен-

циальное уравнение движения эллиптического маятника без учета действия 

сил тяжести, что соответствует его перемещению в горизонтальной плоско-

сти. Анализ сложного движения, имеющего место при колебаниях эллипти-

ческого маятника, рассмотрен в работе [3]. Кинетостатическим методом 

уравнения движения маятника получены в работе [4], где также с использо-

ванием теоремы о движении центра масс определена реакция связи, дей-

ствующая на ползун со стороны направляющей. В работе [5] c помощью 

принципа Даламбера установлены законы движения шарика и ползуна для 
заданных начальных условий, при которых угловая скорость стержня не 

равна нулю ( 0 = ω0 ≠ 0). 

В публикациях [6–8] представлены решения ряда более сложных задач, в 

которых рассмотрены нелинейные колебания эллиптического маятника. 

В работах [1–5] не акцентируется внимание на особенностях, которые 

связаны с учетом относительного движения и должны приниматься во вни-

мание при выводе уравнения колебаний эллиптического маятника. Они бо-

лее подробно рассматриваются в данной статье. 

Рассмотрим эллиптический маятник, который включает ползун A, кото-

рый перемещается вдоль гладкой горизонтальной направляющей, и шарик B, 
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связанный с ползуном A с 

помощью нерастяжимого 

стержня (рисунок 1). При-
нимаем, что в начальный 

момент стержень вертикален 

(φ = φ0 = 0), а его угловая 

скорость 0 0. =    Ста-

вится задача по определе-

нию законов движения тел 

системы с использованием 
принципа Даламбера и тео-

рии сложного движения 

точки. 

На систему (см. рису-

нок 1) действуют три 

внешние силы: силы тяже-

сти AP , BP  и динамическая 

реакция N . Уравнение 

движения шарика (основ-

ной закон динамики для 

случая несвободного отно-

сительного движения точ-

ки) в векторной форме 

имеет вид 

 кФ Ф ,r B ema P T= + + +  (1) 

где Фе , кФ  – переносная и кориолисова сила инерции, T  – реакция стержня. 

Так как переносное движение (перемещение связанных с ползуном по-

движных осей x1O1y1), является поступательным, то ускорение Кориолиса 

отсутствует, соответственно сила инерции кФ 0= . Поэтому закон относи-

тельного движения шарика (рисунок 1) принимает вид 

 Ф .B r B em a P T= + +  (2) 

В проекции на касательную к траектории центра O2 шарика получаем 

 sin Ф cos ,B r B еm a P = − −   (3) 

где Фе Bm x= , x  – переносное ускорение, ra l=  . Тогда уравнение (3) 

можно представить в виде 

 sin cos .B B Bm l m g m x = − −   (4) 

 
Рисунок 1 – Расчетная схема эллиптического маятника 
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Так как рассматривается случай малых колебаний, то угол φ также мал. 

Следовательно, sin φ = φ, cos φ = 1. Из равенства (4) имеем 

.
g x

l l
+  = −  

Подробное решение данного уравнения представлено в статье [9] и здесь 

не приводится. 

В рассматриваемом случае в уравнении (1) силы инерции Фе  и кФ  наря-

ду с активными силами и реакциями связей определяют взаимодействие ма-

териальной точки (шарика), который совершает сложное движение, и неко-

торого твердого тела (ползуна), обуславливающего в данном случае пере-

носное движение. 

Между шариком и ползуном, с которым связана подвижная система ко-

ординат, имеется связь, роль которой выполняет стержень. Поэтому можно 

считать, что силы Фе  и кФ  приложены не к шарику, а к тому телу, которое 

определяет движение подвижной системы координат. Соответственно ра-

венство (1) можно рассматривать как своеобразное применение принципа 

Даламбера к задаче об определении параметров относительного движения 

материальной точки [10]. Здесь мысленно “останавливается” движущаяся 

материальная точка, а для того чтобы ее механическое взаимодействие с 

окружающими телами, приводящими к ускорение данной точки, не измени-

лось, прикладываем к ней силы инерции Фе  и кФ . 

Другими словами, при анализе движения рассматриваемой системы осу-

ществляется мысленная остановка подвижной системы координат x1O1y1. 

В этом случае, чтобы обеспечить сохранение условий взаимодействия 

стержня и ползуна, с которым связана подвижная система координат x1O1y1, 

требуется учесть в уравнении (2) переносную силу инерции Фе . 

Следовательно, учет действия на шарик переносной силы инерции и силы 

Кориолиса позволяет формально свести задачу о движении по отношению к 

подвижной системе координат к исследованию перемещения относительно 

неподвижной системы координат. Поэтому форму записи уравнения (2) мож-

но рассматривать в качестве методики, смысл которой состоит в исследова-

нии относительного движения путем фиктивного приведения его к абсолют-

ному движению. 

Таким образом, в работе представлен вывод уравнения малых колебаний 

эллиптического маятника на основе теории сложного движения. Показано, 

что использованный подход можно рассматривать в качестве одного из воз-

можных путей применения принципа Даламбера для решения задач об опре-

делении параметров относительного движения материальной точки. 
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DERIVATION OF THE SMALL OSCILLATIONS EQUATION FOR AN 

ELLIPTICAL PENDULUM BASED ON THE RELATIVE MOTION THEORY 

There is presented a technique for deriving of the small oscillations equation for an el-
liptical pendulum based on the application of the d'Alembert principle to a material point 
relative motion. A linear inhomogeneous differential equation is obtained, it describes the 
law of the pendulum rod rotation angle change. Some aspects of the d'Alembert principle 
application are discussed, they allow to consider relative motion by fictitious reduction to 
absolute motion. 

Keywords: small oscillations, d'Alembert's principle, relative motion, elliptical pendulum. 
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