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ИЗГИБ СЭНДВИЧ-ПЛАСТИНЫ С ВНЕШНИМИ СЛОЯМИ, 

ЛИНЕЙНО ИЗМЕНЯЮЩИМИСЯ ПО ТОЛЩИНЕ 

Рассмотрен осесимметричный изгиб круговой трехслойной сэндвич-пластины с 
внешними несущими слоями, линейно изменяющимися по толщине. Предполагается, 

что деформирование внешних слоев описывается кинематическими гипотезами 

Кирхгофа. Для относительно толстого заполнителя используется гипотеза Тимошен-

ко. Получены уравнения равновесия, которые при учете приведенных граничных 

условий позволяют установить напряженно-деформированное состояние пластины. 
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Введение. Широкое распространение трехслойных элементов конструкций 

в строительстве и машиностроении обуславливает актуальность создания но-

вых математических моделей для их расчета. Методики построения подобных 

моделей изложены в книгах [1–4]. 

Колебания трехслойных пластин со слоями постоянной толщины рассмат-

ривались в статьях [5–7], а при переменной толщине слоев – в работах [8, 9]. 

Квазистатическому деформированию слоистых пластин со слоями постоянной 

толщины посвящены работы [10, 11], в том числе, связанных с упругим осно-

ванием – статьи [12, 13]. В публикациях [14, 15] представлены уравнения, поз-

воляющие описать деформирование трехслойных оболочек со слоями пере-

менной толщины. Цель представленной работы состоит в получении уравне-

ний, позволяющих описать деформирование трехслойной пластины, в которой 

несущие слои изменяются по толщине в соответствии с заданным законом. 

Вывод уравнений равновесия в усилиях. Объектом исследования явля-

ется упругая трехслойная сэндвич-пластина круговой формы с жестким за-

полнителем и переменными по толщине внешними несущими слоями. 

Деформирование пластины рассматривается в цилиндрической системе ко-

ординат, связанной со срединной плоскостью заполнителя. Для тонких 

жестких несущих слоев (1, 2) (рисунок 1) принимаются гипотезы Кирхгофа: 

нормаль прямолинейна, несжимаема и перпендикулярна к деформированной 

срединной плоскости своего слоя. Для относительно толстого несжимаемого 

по толщине заполнителя (3) учитывается работа тангенциальных напряже-

ний. Нормаль к срединной плоскости несжимаема, остается прямолинейной 

и сдвигается на некоторый дополнительный угол ψ(r, t) – относительный 

сдвиг. Через w(r) обозначен прогиб пластины. Внешняя распределенная 

нагрузка q = q(r) перпендикулярна первому слою. Благодаря наличию жест-

кой диафрагмы на контуре пластины сдвиговая деформация отсутствует.  
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Рисунок 1 – Расчетная схема сэндвич-пластины 

Принимается, что толщина несущих слоев изменяется линейно вдоль ра-

диуса сэндвич-пластины 
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С использованием напряжений 
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Виртуальная работа внешней нагрузки 
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Здесь интеграл берется по площади S срединной плоскости заполнителя. 
Виртуальные перемещения следуют из (2), деформации представлены в 
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φ φ φ

φ

δ = ( δ , δψ, δ , δψ) + δ δψ δ , φr r r r r rr r

r

W r T u H M w Q T u H M w drd + − + + −   , 

откуда 

{ }
2π

φ

0

δ δ δψ δ , ( ), δ φ
r r r r r r

W rT u rH rM w rM M w d = + − + − − 
 

{ }φ φ φ

φ

( ), δ ( ), δψ ( ), , δ φ .r r r r r rr r

r

rT T u rH H rQ rM M w d dr     − − + − − + −        

Приравниваем полученные выражения виртуальных работ внутренних 

сил и внешних нагрузок (5). Полученное равенство справедливо при любых 

варьируемых перемещениях, если коэффициенты при независимых вариаци-

ях равны нулю. Отсюда имеем систему дифференциальных уравнений рав-

новесия в усилиях 
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Постановка краевой задачи в перемещениях. Чтобы связать напряже-

ния с деформациями слоев, воспользуемся законом Гука в девиаторно-
шаровой форме: 
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где σ(k), ε(k) – шаровые части тензоров напряжений и деформаций; Kk, Gk – 

модули объемной деформации и сдвига материала k-го слоя, причем K1 = K2, 

G1 = G2; 
( ) ( )

,
k k

s эα α  – девиаторы; 
(3)

,rzs  
(3)

rzэ  – касательное напряжение и дефор-

мация в заполнителе. 

Подставив в формулы (4) деформации (3), с учетом (1) получим выраже-

ния внутренних силовых факторов через две искомые функции ψ(r), w(r): 
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Соотношения для Tφ, Hφ и Mφ следуют из приведенных, если в них поме-
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После подстановки выражений внутренних силовых факторов в систему 

(7), получим уравнения равновесия сэндвич-пластины в перемещениях: 
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Граничные условия на контуре r = r0 предполагаются следующими:  

– при заделке ψ = w = w,r = 0; 

– при шарнирном закреплении ψ = w = Mr = 0. 

Выводы. Представленная постановка краевой задачи (8), (9) является осно-

вой для дальнейшего изучения напряженно-деформированного состояния трех-

слойных пластин с линейно изменяющимися по толщине несущими слоями. 

Работа выполнена в рамках ГПНИ «Конвергенция». 
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BENDING OF A SANDWICH PLATE WITH OUTER LAYERS OF LINEARLY 

VARYING THICKNESS 

An axisymmetric bending of a circular three-layer sandwich plate with external bearing 

layers linearly varying in thickness is considered. It is assumed that the outer layers defor-

mation is described by Kirchhoff's kinematic hypotheses. For a relatively thick filler, the 

hypothesis of Timoshenko is used. The equilibrium equations are obtained, they make it 

possible to establish the plate stress-strain state, taking into account the given boundary 

conditions. 

Keywords: bending, sandwich plate, variable thickness of bearing layers. 
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