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ИЗГИБ СТУПЕНЧАТОЙ КРУГОВОЙ СЭНДВИЧ-ПЛАСТИНЫ 

ПРИ ТЕПЛОВОМ НАГРУЖЕНИИ 

Рассмотрен изгиб круглой ступенчатой сэндвич-пластины под действием термоси-

ловых нагрузок. Принято, что для несжимаемого срединного слоя справедлива гипоте-

за Тимошенко, для наружных слоев – гипотезы Кирхгофа. Уравнения равновесия выве-

дены на основе вариационного принципа с учетом соотношений термоупругости. При-

веден пример численного расчета на основе полученного аналитического решения. 

Ключевые слова: круговая сэндвич-пластина, ступенчато-переменная толщина, 

термоупругость. 

Введение. Учет температуры при проектировании конструктивных эле-

ментов требует создания новых и уточнения существующих методов расче-

та. Механика многослойных конструкций рассмотрена в работе [1]. Моно-

графия [2] посвящена статическому и динамическому деформированию сло-

истых оболочек и пластин при различных моделях материалов слоев. В ра-

боте [3] рассмотрены типовые задачи термоупругости в квазистатической 

постановке для тонкостенных конструкций. В монографии [4] исследован 

изгиб трехслойного стержня при действии термосиловых нагрузок. Дефор-

мирование трехслойной балки со ступенчато-переменной границей в темпе-

ратурном поле представлено в работе [5]. Ряд статей [6–8] посвящен 

исследованию поведения круговых однослойных пластин при действии тем-

пературного поля. Целью представленной работы стало решение задачи 

об изгибе круговой сэндвич-пластины, имеющей ступенчато-переменную 

толщину, при совместном действии силовой и температурной нагрузок.  

Постановка задачи. Круговая пла-

стина включает три слоя. Обозначим 

через hl толщины на участке l (h1 ≠ h2) 

внешних слоев (рисунок 1). Для них 

справедливы гипотезы Кирхгофа. Де-

формирование срединного внутреннего 

слоя (заполнителя) толщиной 2с соот-

ветствует гипотезе Тимошенко. Пере-

мещения на границах слоев неразрывны. 

Для решения задачи вводим цилин-

дрическую систему координат r, φ, z, 

связанную со срединной плоскостью 

симметричной по толщине пластины. 

 

Рисунок 1 – Расчетная схема пластины 

под термосиловой нагрузкой 
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По нормали к наружной поверхности верхнего слоя приложены осесиммет-

ричные распределенные нагрузки q1(r), q2(r), а также подводится тепловой 

поток qt. Распределение температуры в слоях считаем известным [2]. В каче-

стве искомых величин принимаются прогиб пластины wl (r) и относительный 

сдвиг ψl (r) в срединном слое на каждом участке l. 

Для получения уравнений равновесия в перемещениях воспользуемся со-

отношениями закона Гука для термоупругих деформаций в девиаторно-

шаровой форме [2] 
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,
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s эα α  – девиаторы напряжений и деформаций, индекс ex здесь и 

далее соответствует внешним, f – внутреннему слою; 
( , ) ( , )
σ , ε

ex f ex f
 – шаро-

вые тензоры напряжений и деформаций; Gex, f, Kex, f – зависящие от темпера-

туры модули сдвига и объемной деформации материала слоев; Tex, f – извест-

ные температуры в слоях; α0(ex, f) – коэффициент линейного температурного 

расширения материала. 

В работе [9] представлено решение задачи об изотермическом деформи-

ровании круговой ступенчатой пластины: 

( )1 2 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r r r H r rψ = ψ + ψ − ψ − , 

( )1 2 1 0 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )w r w r w r w r H r r= + − − , 

где H0(r) – функция Хевисайда [10]. 

Система уравнений равновесия пластины на каждом участке не будет от-

личаться от аналогичной при изотермическом нагружении 

2 1 2( , ) 0l l l l rL b b wψ − = ; 

3 2 3( , )l l l l r lL b b w qψ − = − . 

где L2, L3 – дифференциальные операторы второго и третьего порядков соот-

ветственно [2]. 

Коэффициенты bil в (1) зависят от температуры и характеристик жестко-

сти слоев пластины: 
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Решение системы (1) примем в виде [11]: 

(1)



 125

2 2
1

1

,l l
l l r l

l

b C
w C r

b r
ψ = + + ; 

 
2 2 *

3 4 5 6ln( ) ln( )l l l l l lw C C r C r C r r w= + + + + ; (2) 

* 1 1 1
,l l

l

w r q rdr drdr dr
D r r

=        
2

2
3

1

,l
l l

l

b
D b

b
= −  

где Сil – постоянные интегрирования, зависящие от граничных условий на 

торцах участка l пластины (i = 1, …, 6). 

Кроме этого необходимо учесть условия конечности перемещений (w1, 

ψ1, 
1

rQ ) в центре пластины (при r = 0) и условия на границе областей с раз-

ными толщинами при r = r1: 

– кинематические условия 

 1 1 2 1( ) ( )w r w r= ,    1 1 2 1, ( ) , ( )r rw r w r= ,    1 1 2 1( ) ( )r rψ = ψ ; (3) 

– силовые граничные условия 
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Здесь обобщенные силы и моменты: 
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lt

rM  – «температурные» составляющие моментов, 
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Дополнительно предполагаем, что на торцевом контуре пластины распо-

ложена жесткая диафрагма. В случае шарнирного закрепления вдоль него 

должны выполняться следующие условия: 

 ψ2 = 0, w2 = 0, 
2

0.rM =  (5) 

Последнее выражение (4) можно записать через перемещения: 
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Выражения (3)–(6) образуют систему двенадцати линейных алгебраиче-

ских уравнений, из которой определяются константы интегрирования 

C11, C12, …, С26. 

Таким образом, решение (2) описывает термоупругие перемещения в 

круговой ступенчатой трехслойной пластине в случае шарнирного закрепле-

ния контура. 

Результаты расчета. Для численной апробации решения была выбрана 

сэндвич-пластина с внешними слоями из сплава Д16Т и заполнителем из 

фторопласта-4, значения упругих констант для которых взяты из [2]. Толщи-

ны слоев пластины приведены к ее радиусу r0: h1 = 0,02, h2 = 0,04, c = 0,15; 

интенсивность нагрузки принята q0 = 100 кПа. 

На рисунке 2 приведен график изменения напряжения σr по толщине в цен-

тре пластины (r = 0) при различных температурах : 1 – T = 293 К, 2 – T = 323 К, 

3 – T = 353 К. Для удобства восприятия масштаб напряжений в срединном 

слое увеличен в 100 раз. При стандартной температуре 293 К (кривые 1) 

нижний слой сжат, верхний растянут, а в срединном слое возникают напря-

жения разных знаков. Увеличение температуры на 30 К (кривые 2) приводит 

к сжатию всех слоев. С увеличением температуры еще на 30 К происходит 

перераспределение напряжений в слоях пакета пластины. Напряжения на 

верхней стороне пластины растут медленнее, чем на нижней. 

 

Рисунок 2 – Изменение напряжения σr по толщине в центре пластины 

Заключение. Таким образом, в работе получены аналитические и число-

вые решения краевой задачи термосилового изгиба упругих круговых пла-

стин ступенчато-переменной толщины. 
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BENDING OF A STEPED CIRCULAR SANDWICH PLATE 

UNDER THERMAL LOADING 

Bending of a round stepped sandwich plate under the action of thermal-force loads is con-

sidered. It is accepted that the hypothesis of Timoshenko is valid for the incompressible middle 

layer, and the hypothesis of Kirchhoff is valid for the outer layers. The equilibrium equations are 

derived on the basis of the variational principle, taking into account the thermoelasticity rela-

tions. An example of a numerical calculation based on the obtained analytical solution is given. 

Keywords: circular sandwich plate, step-variable thickness, thermoelasticity. 
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