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ПОПЕРЕЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ПЯТИСЛОЙНОЙ УПРУГОЙ 

КРУГОВОЙ ПЛАСТИНЫ С ЖЕСТКИМ ЗАПОЛНИТЕЛЕМ 

Рассмотрена постановка задачи о поперечных колебаниях упругой круговой сим-
метричной по толщине пятислойной пластины. Нагрузка осесимметричная, равно-
мерно распределенная по верхней плоскости пластины. Для тонких внешних и внут-
реннего несущих слоев выполняются кинематические гипотезы Кирхгофа. В слоях 
сравнительно толстого жесткого заполнителя деформированная нормаль считается 
прямолинейной. Она имеет постоянную длину и поворачивается на некоторый угол. 
Учтена работа поперечных сил инерции, а также касательных напряжений в заполни-
теле. Представлен вывод системы дифференциальных уравнений движения в пере-
мещениях вариационным методом. 

Ключевые слова: пятислойная круговая пластина, упругость, колебания, урав-
нения движения. 

Введение. За последние годы применение слоистых элементов конструк-

ций выросло и расширилось. Они нашли свое место и в строительстве, и в 
машиностроении. Это обуславливает требование по созданию расчетных 

математических моделей, в которых должен учитываться как статический, 
так и динамический характер нагрузок. В связи с этим исследование колеба-

ний круговой пятислойной пластины является актуальным. 
В монографиях [1–3] предлагаются общие подходы и различные кинемати-

ческие гипотезы для слоистых конструкций при постановке краевых и началь-
но-краевых задач. В статьях [4, 5] рассмотрены задачи динамики слоистых 

оболочек. В работах [6–8] содержатся результаты исследования колебаний не-
однородных балок и круговых трехслойных пластин. Квазистатическое дефор-

мирование трехслойных пластин в случае линейно сжимаемого заполнителя 
представлено в работе [9], при учете взаимодействия с основанием Пастернака – 

в статье [10], при неосесимметричном растяжении-сжатии – в публикации [11]. 

Изгиб трехслойных пластин в нейтронном потоке исследован в статье [12]. 
Свободные колебания пятислойной прямоугольной пластины рассмотре-

ны в [13], симметричной по толщине круговой – в [14]. В представленной 
работе для подобной пластины выведена система дифференциальных урав-

нений, описывающих ее вынужденные колебания.  
Постановка начально-краевой задачи. Деформирование симметричной 

по толщине пятислойной круговой пластины рассматривается в цилиндриче-
ской системе координат, которая связана со срединной плоскостью внутрен-
него несущего слоя (1). В тонких жестких несущих слоях (1, 2, 4) (рисунок 1) 
принимаются гипотезы Кирхгофа: нормаль прямолинейна, несжимаема и 
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перпендикулярна деформированной срединной плоскости своего слоя. 
В относительно толстых несжимаемых по толщине слоях заполнителя (3, 5), учи-
тывается работа тангенциальных напря-
жений. Считаем, что толщины слоев: 
внутреннего несущего – h1; внешних 
несущих – h2; заполнителя – h3. Нор-
маль к срединной плоскости несжима-
ема, остается прямолинейной и сдвига-

ется на дополнительный угол (r, t). 
Принимаем, что вертикальная на-

грузка q = q(r, t) не зависит от окруж-
ной координаты φ. На контуре пла-
стины (r = r0) сдвиговая деформация 
отсутствует (ψ = 0) благодаря нали-
чию жесткой диафрагмы. Прогиб пла-
стины обозначим через w(r, t). Продольные перемещения в слоях u(k)(r, z), 
благодаря принятым гипотезам, можно выразить через две искомые функ-
ции: w(r, t) и ψ(r, t). В результате: 

– в несущих слоях 1, 2, 4 
(4)

3, ,r ru zw h= − +    1 3 1 3 20,5 0,5 ;h h z h h h+   + +  

(1) , ,r ru zw= −   1 10,5 0,5 ;h z h−    

(2)
3, ,r ru zw h= − −   1 3 2 1 30,5 0,5 ;h h h z h h− − −   − −  

– в заполнителе 3, 5 

(5)
1, ( 0,5 ),r ru zw z h= − + −    1 1 30,5 0,5 ;h z h h  +  

(3)
1, ( 0,5 ),r ru zw z h= − + +    1 3 10,5 0,5 ,h h z h− −   −  

где z – координата рассматриваемой точки слоя; запятая в нижнем индексе со-
ответствует операции дифференцирования по следующей за ней координате. 

Воспользовавшись соотношениями Коши [1], получим из (1) деформации 
в слоях: 

(4) (4) (4)
3 φ 3

1
ε , ψ, ;    ε ( , ψ); ε 0;r rr r r rzzw h zw h

r
= − + = − + =  

(1) (1) (1)
φ

1
ε , ;   ε ( , ); ε 0;r rr r rzzw zw

r
= − = − =  

 (2) (2) (2)
3 φ 3

1
ε , ψ, ;   ε ( , ψ); ε 0;r rr r r rzzw h zw h

r
= − − = − − =  (2) 

(5) (5) (5)
1 φ 1

1 1
ε , ( 0,5 ψ, );   ε ( , ( 0,5 ψ)); ε ψ;

2
r rr r r rzzw z h zw z h

r
= − + − = − + − =  

(3) (3) (3)
1 φ 1

1 1
ε , ( 0,5 ψ, );   ε ( , ( 0,5 ψ)); ε ψ.

2
r rr r r rzzw z h zw z h

r
= − + + = − + + =  

 
Рисунок 1 – Расчетная схема 

пятислойной пластины 

(1) 
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Используя компоненты тензора напряжений ( )k
  (α = r, φ; k = 1, 2, 3, 4, 5), 

вводим внутренние усилия и моменты:  

5 5 5 5
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

; ;
k k

k k k k

k k k kh h

T T dz M M zdz     
= = = =

= =  = =       

 (3) (5) (4) (2) (3) (5)
3 1( ) ( ) 0,5 ( );H M M h T T h T T      = + + − + −  (3) 

1 3 1

1 1 3

0,5 0,5
(3) (5)

0,5 0,5

.
h h h

rz rz
h h h

Q dz dz
+ −

− −

=  +    

Считается, что к контуру пластины приложены заданные силы и момен-

ты 0 0 0 0, , ,r r rT H M Q . Учитывается инерция движения пластины от поперечных 

колебаний. Инерция вращения нормали заполнителя не учитывается. Вариа-

ция работы внешней поверхностной нагрузки и сил инерции имеет вид 

 1 0( ) .
S

A q w M w w rdrd =  −    (4) 

Виртуальная работа контурных усилий 

 
2

0 0 0 0
2

0

( , ) .r r r rA T u H M w Q w d


 =  +  +  +    (5) 

Виртуальная работа сил упругости 

1 3 1

1 1 3

0,5 0,55
( ) ( ) ( ) ( ) (3) (5)

1 0,5 0,5

(
k

h h h
k k k k

r r rz rz
kS h h h h

W dz dz dz rdrd
+ −

 
= − −

 
 =   +   +   +   +      

  
. (6) 

Двойной интеграл здесь берется по площади срединной плоскости запол-

нителя S. Виртуальные перемещения определяются выражениями: 

(4)
3 1 3 1 3 2δ δ , δψ, ;   0,5 0,5 ;rr ru z w h h h z h h h= − + +   + +  

(1)
1 1δ δ , ;   0,5 0,5 ;rru z w h z h= − −    

(2)
3 1 3 2 1 3δ δ , δψ, ;   0,5 0,5 ;rr ru z w h h h h z h h= − − − − −   − −  

(5)
1 1 1 3δ δ , ( δψ 0,5 δψ, );   0,5 0,5 ;rr ru z w z h h z h h= − + −   +  

(3)
1 1 3 1δ δ , ( δψ+0,5 δψ, );   0,5 0,5 .rr ru z w z h h h z h= − + − −   −  

Вариации деформаций получим из (2): 

(4) (4)
3 φ 3

1
δε δ , δψ, ; δε ( δ , δψ); r rr r rz w h z w h

r
= − + = − +  

(1) (1)
φ

1
δε δ , ; δε ( δ , );r rr rz w z w

r
= − = −  
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(2) (2)
3 φ 3

1
δε δ , δψ, ; δε ( δ , δψ);r rr r rz w h z w h

r
= − − = − −  

(5) (5)
1 φ 1

1
δε δ , ( δψ, 0,5 δψ, ); δε ( δ , ( δψ 0,5 δψ));r rr r r rz w z h z w z h

r
= − + − = − + −  

(3) (3)
1 φ 1

1
δε δ , ( δψ, 0,5 δψ, ); δε ( δ , ( δψ+0,5 δψ));r rr r r rz w z h z w z h

r
= − + + = − +  

 (3) (5) 1
.

2
rz rz =  =   (7) 

Рассмотрим входящую в (6) сумму интегралов по толщине слоев. 
Используя вариации радиальных составляющих деформаций (7) в первом 
слое, получим 

1 1

(1) (1) (1) (1)( ) ( , ) , .r r r rr r rr
h h

dz z w dz M w  =  −  = −    

Аналогично 

2

(2) (2) (2) (2)
3, , ;r r r rr r r

h

dz M w h T  = −  −   

3

(3) (3) (3) (3) (3)
1, , 0,5 , ;r r r rr r r r r

h

dz M w M h T  = −  +  +   

4

(4) (4) (4) (4)
3, , ;r r r rr r r

h

dz M w h T  = −  +   

5

(5) (5) (5) (5) (5)
1, , 0,5 , ;r r r rr r r r r

h

dz M w M h T  = −  +  −   

1 1

(1) (1) (1) (1)1 1
( , ) ( , );r r

h h

dz z w dz M w
r r

     =  −  = −    

2

(2) (2) (2) (2)
3

1
( , );r

h

dz M w h T
r

     = −  −   

3

(3) (3) (3) (3) (3)
1

1
( , 0,5 );r

h

dz M w M h T
r

      = −  + +   

4

(4) (4) (4) (4)
3

1
( , );r

h

dz M w h T
r

     = −  +   

5

(5) (5) (5) (5) (5)
1

1
( , 0,5 ).r

h

dz M w M h T
r

      = −  + −   

Просуммировав полученные интегралы и подставив их в соотношение (5), 
для вариации энергии деформации имеем выражение  

 ( , , ) , .r rr r r r
r

W r M w H Q H M w d dr 


  = −  +  +  +  −       (8) 
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Слагаемые в подынтегральном выражении (8) представим в виде 

, ( ), ( ), ;r r r r r rrH rH rH r =  −   

 , ( , ), ( ), , ( ), ;r r r r r r r r r rrrM w rM w rM w rM w =  −  +   

, ( ), , .r r rM w M w M w   =  −   

С учетом представленных выражений разобьем (8) на два интеграла. В 

первом выносим операцию дифференцирования за скобку, во втором – груп-

пируем слагаемые, содержащие одинаковые виртуальные перемещения:  

 , ( ), ,r r r r r r
r

W rH rM w rM M w d dr


  = −  + −   −     

 ( ), ( ), , .r r r rr r
r

rH H rM M w d dr 


   − − − −         

Отсюда 

 
0

, ( ),r r r r rW rH rM w rM M w d  =  −  + −  −    

 ( ), ( ), , .r r r rr r
r

rH H rQ rM M w d dr 


   − − − − −         

Приравниваем полученное выражение виртуальной работы внутренних 

усилий к работе внешних и контурных нагрузок (4), (5). Данное равенство 
справедливо при любых варьируемых перемещениях, если коэффициенты 

при независимых вариациях равны нулю. Отсюда получим систему диффе-

ренциальных уравнений движения в усилиях для описания вынужденных 

колебаний рассматриваемой пятислойной пластины  

1
, ( ) 0,r r rH H H Q

r
+ − − =  

, 0

1
(2 , , ) .r rr r r rM M M M w q

r
+ − − = −  

При этом для контура пластины r = r0 выполняются силовые граничные 

условия: 

 0 0 01
; ; , ( ) .r r r r r rr rH H M M M M M Q

r
= = + − =  (10) 

Используя закон Гука, деформации (2) и соотношения (3), получаем выраже-

ние обобщенных усилий через две неизвестные функции: w(r, t), ψ(r, t). Подста-

новка полученных выражений в уравнения (9) дает систему дифференциальных 

уравнений движения в частных производных для определения перемещений 

2 4 5 3 3( , ) 2 0,rL a a w h G− −  =  

3 5 6 0( , ) ,rL a a w M w q− − = −  

(9) 

(11) 
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где ai – коэффициенты: 

2

3
2 3

4 2 3 3 22
3

h
a KK h h ++

 
 
  

= + , 
2

1 3 3
5 2 3 32 3 1 3 2 2

4
( 2 )

3

h h h
a K h h h h h K h+ +

  
= +   
 

+ +



+



, 

2 2
21 1 2 2

1 1

23 2
1 3 31 1

6 332 2 32 3 32 2 ,
4 2 3 12 4 2 3

h h hh h
a K

h h h h
h hK h hh Kh h+ + ++



   
= + + + +      
   

+



+ + +  

2 2
21 1 2 2

1 1

23 2
1 3 31 1

7 332 2 32 3 32 2 ,
4 2 3 12 4 2 3

h h hh h
a K

h h h h
h hK h hh Kh h− − −+



   
= + + + +      
   

+



+ + +

4 2
,

3 3
k k k k k kK G K K G K+ −+  −  ; 

,k kG K  – модули сдвига и объемного деформирования; L2, L3 – операторы:  

2 2

,1
L ( ) ( ), , , ;r

r r rr

g g
g rg g

r r r

 
  + − 
 

 

( )3 2 2 3

2 , ,1
L ( ) ( ) , , .rr r

r rrr

g g g
g rL g g

r r r r
  + − +  

Начальные условия движения принимаются однородные 

 ( , 0) 0, ( , 0) 0w r w r= = . (12) 

Кинематические граничные условия в случае заделки контура пластины  

 0 = , , 0rw w= = . (13) 

Для решения полученных уравнений предполагается использовать метод 
разложения искомых перемещений по системе собственных ортонормиро-
ванных функций. 

Вывод. В работе получена система (11) дифференциальных уравнений дви-
жения, которая совместно с начальными (12) и граничными (10), (13) услови-
ями позволяет исследовать вынужденные поперечные колебания упругих 
круговых пятислойных пластин при осесимметричной нагрузке. 
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TRANSVERSE VIBRATIONS OF THE FIVE-LAYER ELASTIC CIRCULAR PLATE 
WITH RIGID FILLERS 

The formulation of the transverse oscillations problem for an elastic circular five-layer 
plate symmetrical in thickness is considered. The load is axisymmetric, it is evenly distrib-
uted over the upper plane of the plate. For the thin outer and inner bearing layers, the kine-
matic hypotheses of Kirchhoff are fulfilled. In the layers of relatively thick rigid filler, the 
deformed normal remains rectilinear. It has the constant length and rotates by some addi-
tional angle. The work of transverse inertial forces, as well as the shear stresses in the filler, 
are taken into account. The derivation of the motion differential equations system in dis-
placements by the variational method is presented. 

Keywords: five-layer circular plate, elasticity, vibrations, equations of motion. 
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